Fourieranalyse kontinuierlicher und
abgetasteter Signale
URL: http://www.siart.de/lehre/fourier.pdf

Uwe Siart
tutorien@siart.de

26. Juni 2010 (Version 0.24)

Inhaltsverzeichnis
. Spektren von Funktionen 1
. Spektren von Folgen 3
. Fourierreihen 5
. Diskrete Fouriertransformation 6

1. Spektren von Funktionen

Einer Funktion v(t) wird uber das Fouriertransformationspaar

+00

V(jw) = Jv(t)ej“’tdt (1a)
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t) = — V(i Jjwt 1

o) =5 [ Vol do (1b)

eine Funktion V(jw) zugeordnet, die man das Spektrum der Funktion v(t) nennt. Man
erkennt, dass v(t) durch diese Transformation dargestellt _wird als Uberlagerung von
(unendlich vielen) komplexen Schwingungen der Form e/“!. Sie haben die infinitesi-
malen komplexen Amplituden V(jw)dw, weshalb man V(jw) auch als spektrale Ampli-
tudendichte oder kurz Spektraldichte bezeichnet. Damit das Fouriertransformationsinte-
gral (la) existiert, muss v(t) absolut integrabel sein und darf in einem beschrankten
Intervall auch nur eine endliche Bogenldnge haben. Die meisten praktisch relevanten
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Funktionen erfillen diese Voraussetzung. Die Zuordnung von Funktion und Fourier-
spektrum wird in der Schreibweise

v(t) oo V(jw)

mit dem Korrespondenzsymbol dargestellt. Von der Definition (1) der Fouriertransfor-
mation lassen sich unter anderem folgende Eigenschaften ableiten:

Zavvv(t) o—e Zav Vy(jw) Linearitat (2a)
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Zerlegt man v(t) und V(jw) in ihre Real- und Imaginarteile und diese wiederum in ihre
geraden und ungeraden Anteile, dann gelten folgende Korrespondenzen:
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Dabei bezeichnen die tiefgestellten Indizes »g« und »u« den geraden und den ungera-
den Anteil und die hochgestellten Indizes »(R)« und »(I)« den Real- und den Imaginar-
teil. Aus diesen Korrespondenzen folgt insbesondere, dass

v(—t) oo V(—jw) und v(t) oo Vi (—jw)

und dass die Fouriertransformierte einer rein rellen Funktion v(t) konjugiert gerade
ist.



Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich von bereits bekannten Transformations-
paaren weitere Korrespondenzen ableiten. Einige nutzliche Korrespondenzen fur die-
sen Zweck sind:

0p(t) oo 1 (3a)
60(t - to) o—e e_j“’to (3b)
1 oo 27'(60(61)) (3C)
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Dabei sind 0((t) die Dirac-Delta-Distribution (Impulsfunktion) und 6_;(t) die Sprung-
funktion. Aus deren Spektren lasst sich eine Vielzahl weiterer Korrespondenzen mit
Hilfe der Eigenschaften (2) und den Zerlegungen

jx o pmjx
CosX = ere’ (42)
2
jx _ ,—jx
sinx = L (4b)
2j
ableiten. Beispielsweise lasst sich der Rechteckimpuls in der Form
: 1 fur-1/2<t<1/2
rect(t):5_1(t+1/2)_0_1(t_1/2):{ ur -1/2<t<1/ (5)
0 sonst

darstellen als Uberlagerung zweier verschobener Sprungfunktionen. Daraus folgt auf
einfache Weise das Spektrum eines um t = 0 zentrierten Rechteckimpulses der Dauer
T sowie umgekehrt die zu einem konstanten Tiefpassspektrum mit Grenzfrequenz wg
gehorende Impulsform im Zeitbereich:

. sin(wT/2)

t
[t ST
w, sin(wgt/2
_g.go_.rect 2) (6b)
21t wgt/2 wg
Diese Zusammenhange sind in Abb. 1 grafisch und in normierter Form dargestellt.
2. Spektren von Folgen
Das Spektrum einer Folge v[k] ist definiert durch
+00
V(el?) = Z v[k]-e 7% = E{v[k]} (7a)
k=—c0
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Abb. 1: Fouriertransformationspaare von Rechteckfunktionen
und die Folgenglieder erhalt man durch die Riicktransformation
+T7T
1 , . ,
v[k] = 2—JV(eJQ)-e]deQ = £ (). (7b)
T
=T

Das Spektrum V (e/?) einer zeitdiskreten Funktion (einer Folge) ist offensichtlich peri-
odisch in O mit der Periode 27r.

Darstellung abgetasteter Funktionen

Durch Abtastung einer kontinuierlichen Funktion v(f) mit dem Abtastintervall T an
den Zeitpunkten t = kT, k € Z, entsteht die Folge v[k] = v(kT) der Abtastwerte. Bei Ab-
tastung einer periodischen Funktion e/“! bzw. sin(wt) ergeben sich mit der normierten
Frequenz Q) = wT die Darstellungen e/ bzw. sin(kQ) fiir die entsprechenden Abtast-
folgen. Der Wert der normierten Frequenz (2 stellt also das Winkelinkrement zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Abtastwerten dar. Die Abtastung einer periodischen Funk-
tion ist eindeutig, solange das Winkelinkrement () ein Intervall der Breite 27 nicht
verlasst. Falls () negative Werte annehmen kann, ist also —7t < (2 < 7 zu fordern. Wenn
sichergestellt ist, dass (2 positiv ist, so muss fiir die Eindeutigkeit 0 < () < 27 gewdéhr-
leistet sein.



Spektren abgetasteter Funktionen

Betrachtet man

V(jw)= }"{vo(t)} = f v(t)e Tt dt
und
V(el?) = E{vlk]} = io v[k]-e 7% Q=wT
k=—00

so erhilt man den Ausdruck fiir V(e/*’) durch numerische Auswertung des Fourierinte-
grals mit Hilfe der Rechteckregel (bis auf den Faktor T). Weil V(e/9) eine periodische
Funktion ist, kann die niherungsweise Ubereinstimmung aber nur fir eine Periode
|w| < 7t/T gelten. Es stellt sich heraus, dass

+00

V(e/?) :% Z Voli(Q +2pm)/ T} (8)

p==00

bis auf den moglichen Unterschied einer Nullfunktion gilt. Das Spektrum der Folge
v[k] ist also eine Uberlagerung verschobener Spektren der Funktion v(t) [12].

3. Fourierreihen
Die Koeffizienten der komplexen Fourierreihe einer periodischen Funktion v(t) = v(t +
7) sind

to+T

¢, = 1 Jv(t)e‘jvwotdt 9)

T
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mit wy = 27t/t. Mit ihnen gilt

+00

gt =) el (10)

V=—00

wobei die Ubereinstimmung zwischen Fourier-Reihendarstellung und Originalfunkti-
on durch

to+T

Jwo-gopar=o (1)
to



gegeben ist. Fiir rein reelle Zeitfunktionen v(t) folgt zunéchst c_,, = ¢}, und daraus mit
CV = |cv|e](Pv

q(t) :c0+ZZlcV|cos(va)0t+(pv). (12)

v=1

Die komplexe Fourierreihe (10) lasst sich auch durch reelle Sinus- und Kosinusreihen
in der Form

g(t) = i ¢, elV @t = %0 + iav cos(vawpt) + ibv sin(vwyt) (13)
V=00 v=1 v=1
schreiben. Dabei gilt
ap furv=20
2¢,=3%a,—-jb, furv>0 (14)
a_,+jb_, firv<o0
also
ag =2¢p (15a)
a, =Re{c_, +¢,} (15b)
b, =Imic_, —c,} (15¢)

4. Diskrete Fouriertransformation

Fur eine in k periodische Folge 7[k] mit der Periode M gilt

M-1
o[k] = Z EvejkaH/M (16)
v=0
wenn
1 M-1 ‘
6= éﬁ[k]e_]m"/M (17)

gewahlt wird. Auf diese Weise existiert eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwi-
schen M Werten v[k] und M Werten ¢,. Es besteht ein Zusammenhang zwischen der
Fourierreihe periodischer Folgen und den Fourierkoeffizienten periodischer Funktio-
nen, der sich erschliefit, wenn man annimmt, dass die hier betrachtete periodische
Folge v[k] durch Abtastung einer periodischen Funktion v((t) in den Zeitpunkten t =
kt/M entstanden ist. Durch den Vergleich von

+00

v(t)= ) eyl

V=—00



+00
olk] = vo(t = kt/M) = Z ¢, el vk2m/M
V=—00
folgt
+00
51/: ZCV+rM:EV+/\M ; /\;VEZ. (18)
—

Die Werte ¢, stimmen mit den c,, iiberein, wenn
c, =0 Ylv|>n (19)
gilt. Wahlt man M > 2n +1, so ist

_ e fur v = 0(1)[M/2]
TN,y fiirv = ((M/2]+ ()M -1).

Dabei ist [M/2] die grofite ganze Zahl < M/2.

Diskrete Fouriertransformation

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) wird durch die umkehrbar eindeutigen Zu-
ordnungen

M-1
VIu] =DFTfo[k]} = v[k]-wpu,  p=0,1,...,M-1 (21a)
k=0
| M-
v[k] = DFT "V [u]} = 2 Vinl: wy M, k=0,1,...,M-1 (21b)
u=0
mit wy; = e /2M als eigenstindige Operation definiert. Der Bezug zur Fourierreihe

periodischer Folgen wird klar, wenn man sich v[k] als eine Periode der periodischen
Folge v[k] vorstellt.

Weil v[k] eine Folge ist, ist ihre Fouriertransformierte V[u] periodisch und es ist
V[pu] = V[u]- Ry[p] mit dem Rechteckfenster

1 firk=0,1,...,M~1
Rm[k]={ (22)

0 sonst.

Die Periodizitdt von 7[k] ist ihrerseits eine Folge der Diskretisierung des Spektrums in
Form der Folge V[u] und es ist ebenso v[k] = 9[k]- Ry[k].
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