
Eigenschaften Gaußscher Strahlen
URL: http://www.siart.de/lehre/gaussoptik.pdf

Uwe Siart
tutorien@siart.de

26. Juni 2010 (Version 0.15)

Inhaltsverzeichnis

1. Herleitung 1

2. Beschreibung Gaußscher Strahlen 2

1. Herleitung

Die Feldverteilung Gaußscher Strahlen stellt ebenso wie ebene Wellen oder sphärische
Harmonische eine Lösung der Maxwellschen Gleichungen im quellenfreien Raum dar,
welche bekanntlich mit Hilfe des Hertzschen Vektors durch Lösung der skalaren Helm-
holtz-Gleichung

∇
2ψ(r) + k2ψ(r) = 0 (1)

unter Verwendung des Separationsansatzes

ψ(x,y,z) = X(x)Y (y)Z(z) (2)

gewonnen werden können [6, 9, 10]. In (1) ist ∇2 der Laplace-Operator und k = 2π/λ.
Beschränkt man sich bei der Lösungssuche auf Wellenausbreitung in z-Richtung, dann
lautet die Ansatzfunktion

ψ(x,y,z) =U(x,y,z) · e−jkz , (3)

wobei U(x,y,z) alle Unterschiede der gesuchten Lösung zur ebenen Welle enthält [7].
Mit (3) und der Annahme schwachen Variation in z-Richtung (�2U/�z2 ≈ 0) erhält man
für U die Differenzialgleichung

�2U

�x2
+
�2U

�y2
− 2jk

�U

�z
= 0 . (4)
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Die Lösungen sind Produkte aus transversalen Gaußfunktionen und Hermite-Polyno-
men. Die Lösung mit der niedrigsten Ordnung (Grundmodus) kann in Zylinderkoordi-
naten in der Form

ψ = A
w0

w(z)
exp

{

−r2

w(z)2

}

exp

{

−j

(

kz +
πr2

λR(z)
− arctan

λz

πw0
2

)}

. (5)

dargestellt werden. Sie repräsentiert einen nichtastigmatischen Gaußschen Strahl mit ex-
ponentieller Amplitudenabnahme in radialer Richtung, gekrümmten Phasenfronten
und linearer Phasenabnahme in z-Richtung [7,8,12].

2. Beschreibung Gaußscher Strahlen

Die Kenngrößen, welche einen nichtastigmatischen Gaußschen Strahl zusammen mit
seiner Ausbreitungsrichtung z und dem Ort z = 0 seiner Strahltaille vollständig be-
schreiben, sind in Tabelle 1 zusammengefasst. Für einen astigmatischen Strahl mit un-
terschiedlichen Strahltaillen in x- und y-Richtung ergeben sich auch zwei verschiedene
Rayleighlängen und damit verschiedene normierte Koordinaten ζx und ζy . Die Strahl-
weite oder Strahlkontur w(z) ist mit der auf die Rayleighlänge zR bezogenen Längenko-
ordinate ζ gegeben durch

w(z) = w0

√

1+ ζ2 . (6)

Sie bezeichnet den Abstand von der Strahlachse, bei dem die elektrische Feldstärke
auf 1/e des Maximalwerts abgefallen ist. Die Strahlkontur ist hyperbolisch und alleine
durch die Frequenz f und die Strahltaille w0 festgelegt. Ihr Verlauf ist zusammen mit
den anderen Geometrieparametern in Abb. 1 dargestellt. Quasioptische Bauelemente
(Linsen und Spiegel), die mindestens bis zur 2w(z)-Kontur reichen, verursachen keine
nennenswerten Verluste. Die Strahlweite hat den Fernfeldöffnungswinkel

2Θ = 2arctan
w0

zR
= 2arctan

λ

πw0
. (7)

Tabelle 1: Kenngrößen eines nichtastigmatischen Gaußschen Strahls

Kenngröße Berechnung

Strahltaille w0 = w(z = 0)

Wellenzahl k =
2π

λ
=
ω

c

Rayleighlänge zR =
πw0

2

λ

normierte Koordinate ζ =
z

zR

q-Parameter q(ζ) = zR(1 + jζ)
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Abb. 1: 1/e-Kontur eines Gaußschen Strahls. z = 0 ist der Ort der Strahltaille.

Der Krümmungsradius R(z) der Phasenfront am Ort z ist gegeben durch

R(z) = zR

(

ζ +
1

ζ

)

. (8)

Er wird sowohl für z→ 0 als auch für z→∞ unendlich groß, das heißt, die Phasenfron-
ten sind sowohl in der Strahltaille als auch in sehr großer Entfernung von der Strahl-
taille eben. Der normierte Verlauf des Krümmungsradius ist in Abb. 2 dargestellt. Man
erkennt auch, dass der kleinste Krümmungsradius bei der Rayleighlänge z = ±zR auf-
tritt und dass dort R(z) = 2zR ist. Der Krümmungsmittelpunkt der Phasenfront bei
z = ±zR liegt also jeweils bei z = ∓zR.
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Abb. 2: Normierte Abhängigkeit des Krümmungsradius der Phasenfronten vom Abstand von
der Strahltaille.
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Die elektrische Feldstärke ist bei Polarisation in x-Richtung gegeben durch

Ex = Êx
1

√

1− jζ
exp

{

−j
kr2

2q(ζ)

}

(9a)

und bei einem astigmatischen Strahl durch

Ex = Êx
1

√

1− jζx
exp

{

−j
kx2

2qx(ζx)

}

1
√

1− jζy
exp

{

−j
ky2

2qy(ζy)

}

. (9b)

Zwischen R(z), w(z) und q(z) besteht die feste Beziehung

1

q(z)
=

1

R(z)
− j

2

kw(z)
. (10)
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