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Zusammenfassung

Dieses Tutorium mochte eine kurze Einfithrung in die wichtigsten Grundgleichun-
gen der elektromagnetischen Feldtheorie geben und somit die Werkzeuge zur Berech-
nung elektromagnetischer Feldverteilungen bei vorgegebener Geometrie und Anre-
gung zusammenstellen. Die Darstellung folgt dabei wesentlich den Lehrbiichern [6]
und [8], die auch zur weiterfithrenden Lektiire empfohlen werden.
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1. Grundgleichungen

1.1. Maxwellsche Gleichungen

Jede elektromagnetische Feldverteilung gehorcht an jedem Ort r und zu jeder Zeit t einem
System von vier partiellen Differenzialgleichungen, die man als die Maxwellschen Gleichun-
gen bezeichnet. Sie lauten im Zeitbereich

divE(r,t) = @ (1a)
0

rotE(r, t) = — aBg:’ H (1b)

divB(r,t)= 0, (1c)

rot B(r,t) = yO(I(r,t)+san(():'t) . (1d)

Dabei sind E die elektrische Feldstarke, B die magnetische Flussdichte, p die raumliche
Ladungsdichte und J die Stromdichte. Der wesentliche Verdienst James Clerk Maxwells
war die Ergianzung des Terms €4(JdE/dt) in (1d) und in Folge dessen die Vorhersage elektro-
magnetischer Wellenphdnomene. Durch Anwendung der Integralsatze von Gaufs

9?]513~dA = fvﬂdivp 1% (2)

)%
und von Stokes

98F-dr:J]rotF-dA (3)

dA A

lassen sich die Differenzialgleichungen (1a—d) Gberfithren in dquivalente Integralgleichun-
gen. Sie lauten dann

o an- . oo

oV
9613(1‘, t)-dr = —J] aBg:’ 2 -dA, (4b)
J0A A

gﬁSB(r,t)-dA =0, (4¢)

v

(4d)

§§B(r,t).dr—yo[gi(r,t).dAHOg aEé:,t)

Die Raumladungsdichte und die Stromdichte in (1) und (4) setzen sich dabei aus mehreren
Komponenten zusammen:

P = Ppol * Pf (5a)
J :If+Imag+Ipol' (Sb)



Neben der Dichte p¢ freier Ladungen tritt in elektrisch polarisierten Materialien auch die
Polarisationsladungsdichte p,, auf. Wenn sich die elektrische Polarisation zeitlich dndert,
werden Ladungen verschoben und es fliefit die .Polarisationsstromdichte Jpol- In magne-
tisch polarisierten Materialien ist als Folge der Uberlagerung der Ringstrome von ausge-
richteten magnetischen Dipolen die Magnetisierungsstromdichte Jp,,,; zu beriicksichtigen.
Mit diesen Grofien gelten die Gleichungen (1) und (4) immer und tberall, vor allem auch
innerhalb beliebiger Materie.

Anmerkung 1 Die Maxwellschen Gleichungen (la-d) werden haufig dahin gehend interpretiert,
dass auf der rechten Seite die Ursachen fiir die Felder E und B stehen. Insbesondere werden gerne
die zeitlichen Ableitungen dB/dt und dE/dt zu den physikalischen Ursachen der Felder gezihlt,
sodass man zu dem Schluss kommt: »Die beiden Felder erzeugen sich gegenseitig« (siehe z. B. [9]).
Diese Aussage mag im Hinblick auf die Losungsfindung fir die Maxwellschen Gleichungen hilf-
reich sein, weil die Felder E und B natiirlich durch ihre Quellen- und Wirbeldichte vollstindig
festgelegt sind und diese Dichten bei bekannten rechten Seiten ebenfalls bekannt sind. Vom phy-
sikalischen Standpunkt ist diese Interpretation jedoch aus Sicht des Autors nicht tragfahig. Ein
deutlicher Widerspruch entsteht, wenn man die integrale Form (4) der Maxwellschen Gleichungen
betrachtet und man dabei bedenkt, dass beide Seiten dieser Gleichungen zu einem festen Zeitpunkt
auszuwerten sind. Es werden also zur selben Zeit Feldgrofien in Beziehung gesetzt, die voneinander
eine rdumliche Distanz haben. Weil aber rdumlich entfernte Wirkungen nicht ohne Verzogerung
auftreten, konnen die Feldgrofien im Inneren eines Gebietes nicht die physikalischen Ursachen fir
die zur gleichen Zeit auf dem Rand des Gebietes herrschenden Felder sein.

Eine schliissige und widerspruchsfreie Interpretation ist dagegen die Folgende: magnetische Fel-
der werden von Stromen erzeugt, elektrische Felder haben ihre physikalische Ursache in Ladungen
und in zeitveranderlichen Stromen. Beide Felder breiten sich mit endlicher Geschwindigkeit von
ihren Ursachen weg aus. Sie sind von Anbeginn nicht unabhéngig voneinander sondern sie sind so
miteinander verknupft, dass immer und uberall die Maxwellschen Gleichungen gelten. Der Grund
fur diesen Zusammenhang besteht darin, dass Strome und Ladungen nicht unabhédngig voneinan-
der sind.! Sie gehorchen der Kontinuititsgleichung

dp

dt’

die sich auch iiber wenige Zwischenschritte von den Maxwellschen Gleichungen ableiten lasst und
somit in ihnen enthalten ist.

In diesem Sinne ist die hiufig anzutreffende Aussage, der Verschiebungsstrom ¢y(JE/dt) habe
magnetische Wirkung, falsch. Die Maxwellschen Gleichungen machen keine Aussage iiber Ursa-
chen und Wirkungen sondern sie geben Gleichheiten und Beziehungen an, die immer und tberall
gelten. Gleichwohl macht es Sinn, den Term ¢((JdE/dt) als Stromdichte aufzufassen. Aus (1d) folgt
namlich, dass

div] =-

div(]+£0(3)—f): 0.

Die Feldlinien des Verschiebungsstromes bilden also die stetige Fortsetzung der Linien der La-
dungsstromdichte J. Wenn der Ladungsstrom versiegt oder endet, dann erzeugen die sich anhau-

IEine tiefere Einsicht in die Beziehung zwischen elektrischem und magnetischem Feld erlaubt die Relativi-
tatstheorie. Sie beschreibt die unterschiedliche Wahrnehmung von Kriften in relativ zueinander bewegten
Koordinatensystemen tber die Lorentz-Transformation. Es kann gezeigt werden, dass die durch das ma-
gnetische Feld beschriebene Lorentz-Kraft g(vxB) gerade gleich dem Unterschied in der elektrischen Kraft
ist, wenn man das elektrische Feld entsprechend der Lorentz-Transformation vom Koordinatensystem ei-
ner mit v bewegten Ladung in das ruhende Koordinatensystem des Beobachters transformiert.



fenden Ladungen ein zeitverdanderliches elektrisches Feld, welches als Verschiebungsstrom den La-
dungsstrom fortsetzt. Der Verschiebungsstrom ist von einem magnetischen Feld begleitet, das er
jedoch nicht selbst verursacht hat. Es wurde von den gleichen Stromen verursacht, die auch den
Verschiebungsstrom verursacht haben und es breitete sich zusammen mit dem elektrischen Feld
von den verursachenden Stromen her aus.

Anmerkung 2 Dasin Anmerkung 1 Gesagte scheint dem Huygensschen Prinzip zu widersprechen,
welches besagt: »Jeder Punkt einer Wellenfront kann als Ausgangspunkt einer Kugelwelle aufge-
fasst werden. Das Gesamtfeld ergibt sich als Uberlagerung aller dieser Kugelwellen.« Es ist jedoch
zu beachten, dass mit diesem Prinzip nur eine Aussage iiber das zukiinftige Feld in dem Gebiet
jenseits der angesprochenen Wellenfront moglich ist. Sie gilt nicht fiir das Feld, welches sich in der
Vergangenheit bis zu dieser Wellenfront ausgebreitet hat. Das Vorwissen, woher das Feld kommt
und wohin es sich in Zukunft ausbreitet (d.h. die Kenntnis tiber den Ort der feldverursachen-
den Ladungen und Strome), ist also Voraussetzung fur die richtige Anwendung des Huygensschen
Prinzips. Die Flache, auf der die Huygensschen Ersatzquellen angenommen werden, muss die phy-
sikalischen Quellen des elektromagnetischen Feldes vollstindig einschliefSen. Kannte man nur das
Feld auf der Wellenfront und wiirde man es mangels Information tiber die Ausbreitungsrichtung
als physikalische Ursache fiir die kiinftige elektromagnetische Feldverteilung auffassen, so wiirde
man zumindest fiir das Gebiet auf einer Seite der Wellenfront zu einem falschen Ergebnis kom-
men. Waren dagegen die zeitverdnderlichen Felder auf einer Wellenfront die physikalische Ursache
fur die von ihr zukiinftig ausgehenden Felder, so diirfte es diese Unsymmetrie nicht geben.

In dhnliche Schwierigkeiten gerdt man, wenn man eine wechselseitige Wirkung der Gleichun-
gen (1b) und (1d) als den Mechanismus auffasst, der eine elektromagnetische Welle vorantreibt.
Wenn ein zeitverdanderliches Feld an einem bestimmten Ort die physikalische Ursache fiir das je-
weils andere Feld ist, dann lasst sich nicht erklaren, weshalb eine Welle von dieser vermeintlichen
Ursache weg nur in eine Richtung lauft. Aus Symmetriegriinden miisste dann in jeder Transver-
salebene einer homogenen ebenen Welle eine vorwarts und eine riickwirts laufende Welle »verur-
sacht« werden. Ebenso bemiiht man gerne in fragwirdiger Weise die abwechselnde Wirksamkeit
von Induktions- und Durchflutungsgesetz (»E-Feld erzeugt H-Feld, das H-Feld erzeugt wiederum
ein E-Feld«) um dann zu dem (natiirlich richtigen) Ergebnis zu kommen, dass bei einer Wirkleis-
tung transportierenden Welle die Felder E und H gleichphasig sind. Unabhdngig vom Phasenunter-
schied zwischen E und H sind Induktions- und Durchflutungsgesetz an jedem Ort und zu jeder
Zeit gleichzeitig in Kraft.

1.2. Materialgleichungen

Wenn die elektrische Polarisation P und die magnetische Polarisation M (die Magnetisie-
rung) proportional zu den elektrischen und magnetischen Feldstarken E und H sind, dann
gilt
D =¢g(1+ xe)E =¢9gE+P (6a)
B = po(1+ xm)H = po(H + M) (6b)

fur die elektrische Verschiebungsdichte D und die magnetische Flussdichte B. Die Grofien
Polarisationsladung, Polarisationsstrom und Magnetisierungsstrom hangen uber

Ppol = —divP (7a)

Jmag = rotM (7b)
oP

Ipol = g (7¢)



mit den Vektoren der elektrischen und magnetischen Polarisation P und M zusammen.
Weil die Polarisationsgrofien in der Regel nicht direkt zuganglich sind und meist nur die
freien Ladungen und Strome bekannt sind, verwendet man haufig die Schreibweise

divD(r,t) = ps(r,t) (8a)
rotE(r,t) = _9B(rt) (8b)
dt
divB(r,t)= 0 (8¢)
rotH(r,t) = Je(r,t)+ GD;:, f) (8d)
der Maxwellschen Gleichungen. Die Eigenschaften der Materie sind hier durch
D =¢p¢e E (9a)
B = Ho ]/er (9b)

beschrieben und es treten daher des weiteren nur noch die freien Ladungen und Strome
auf. Eine Ubersicht aller Formen der Maxwellschen Gleichungen mit den jeweiligen Be-
deutungen der darin vorkommenden Grofien J und p ist in Tabelle 1 auf Seite 11 gegeben.

1.3. Randbedingungen an Grenzflachen

An Grenzflachen zwischen verschiedenen Materialarten lassen sich aus der Integralform
der Maxwellschen Gleichungen durch Grenziibergange zu infinitesimal kleinen Volumina
die Bedingungen

DivE=n-(E*—E") :81 (10a)
0

RotE=nx(E"—E7)=0 (10b)

DivB=n-(B*=B") =0 (10c)

RotB=nx(B"-B7)=poK (10d)

fur das Verhalten der Felder E und B an Grenzflichen ableiten. Der Normaleneinheitsvek-
tor n weist dabei von der mit »—« zu der mit »+« bezeichneten Seite der Grenzflache. Die
Groflen o und K sind jeweils die Flachenladungsdichte und die Flachenstromdichte in
der Grenzflache. Beide beinhalten hier wieder Polarisationsladungen und -strome, sodass
diese Grenzbedingungen auch die Unstetigkeiten der elektrischen Feldstdarke oder der ma-
gnetischen Flussdichte an den Oberflachen polarisierter Dielektrika oder magnetisierter
Ferrite beschreiben. In Worten bedeuten diese Randbedingungen [8]:

* Die Normalkomponente der elektrischen Feldstarke ist an geladenen Flichen un-
stetig und sie springt dort um o/¢.

* Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist stetig.
* Die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte ist stetig.

* Die zum Flachenstrom K senkrechte Tangentialkomponente der magnetischen Fluss-
dichte ist unstetig und springt dort um y|K]|. Die K-parallele Tangentialkomponente
ist stetig.



1.4. Wellengleichungen

Zur verkiirzten Schreibweise von partiellen Ableitungen nach den Ortskoordinaten fuhren
wir in kartesischen Koordinaten den Nabla-Operator

T
v=(2 2 9
dx dy dz

und den Laplace-Operator

2 9?7 0°
A = . = 2 =|— J— _
V-Vv=V (8x2+ay2+822)
ein. Damit ergeben sich die Produktschreibweisen

divA=V-A gradp =Vo
rotA=VxA Ap =divgrad ¢

fur die vektoranalytischen Operationen der Divergenz-, der Rotations- und der Gradien-
tenbildung. Aus den Maxwellschen Gleichungen folgen die inhomogenen Wellengleichungen

P’E 1 aJ
2p_ . OB _ 1 9]

V7E — o po ETER grad p + pg o (11a)
0°B

VZB_goMom =—pol (11b)

wobei
1
Eofo = c0_2

1.5. Maxwellsche Gleichungen im Frequenzbereich

Beschrankt man sich auf eine harmonische Zeitabhangigkeit aller Feldgro8en der Form
e/®!, dann lauten die Maxwellschen Gleichungen in Differenzialform und im Frequenzbe-
reich

divE(r) = M, (12a)
€0

rotE(r) = —jwB(r), (12b)

divB(r)= 0, (12¢)

rotB(r) = pto(l(r)+ja)£0E(r)). (12d)

Samtliche Grofien sind hier als ortsabhdangige aber zeitunabhangige komplexe Zeiger dar-
gestellt und die partielle Ableitung nach der Zeit korrespondiert mit einer Multiplikation
mit jw.



2. Hilfsmittel zur Feldberechnung

2.1. Dynamische Potenziale

Weil die magnetische Flussdichte nach (1c) unter allen Umstanden quellfrei ist, lasst sie
sich wegen

divrotF =0
als Rotation eines so genannten Vektorpotenzials A darstellen. Es ist dann
B =rotA. (13)

Zusammen mit (1b) folgt dann

rot(E+%—?):0. (14)
Das Feld E + dA/dt ist also wirbelfrei und kann daher in der Form
A
E+%—t:—grad<p (15)

als Gradient eines skalaren Potenzials ¢ dargestellt werden. Die elektrische Feldstarke
ergibt sich also aus den Potenzialen A und ¢ uber

E:—grad(p—%—?. (16)
Mit (13) und (16) nehmen die Wellengleichungen (11) die Form
0°A dep
2 _ .
\% A—eoyoﬁ—grad(d1VA+£0y0§)—y0] (17a)
92 d d
20 —equn P — % (4 i
Vep —¢eo o Er aiaimn (d1VA+£0;10 o ) £ (17b)

an. Wahlt man Losungen so, dass die Lorenz-Bedingung

dJ
diVA+eOy06—(f:O (18)

erfullt ist, dann sind diese Gleichungen entkoppelt und nehmen die deutlich einfachere
Form

0?A
VZA—soyo—atz = —poJ (19a)
P p
24, _ -_P 19b
Vig-gopog, £ (19b)

an. Es stellt sich heraus, dass die Gleichungen (19) tatsachlich Losungen besitzen, welche
der Lorenz-Bedingung (18) gentigen. Im Frequenzbereich lautet die Lorenz-Bedingung

divA + jweguop =0 (20)



und die Wellengleichungen fiir die dynamischen Potenziale haben die Form

VZA + w?egpoA = (V2 +k?)A = —pg) (21a)
V2 + weopiop = (V2 + koY) =~ (21b)
0

mit dem Quadrat der Wellenzahl ko2 = w?eqpo.

2.2. Hertzscher Vektor

Wenn man die dynamischen Potenziale A und ¢ tber

on
A= 80]405 (22&)
¢ =-divr (22b)

von einem Vektor 7@ (Hertzscher Vektor) ableitet, dann erfiillen sie von vornherein die
Lorenz-Bedingung. In dielektrischen Materialien hangen Stromdichte und Raumladungs-
dichte uber

aP
J= N (23a)
p=-divP (23b)

mit der dielektrischen Polarisation P zusammen. Damit ergibt sich fiir den Hertzschen
Vektor die Wellendifferenzialgleichung

’n P
V2 — —— =, 24
€oHo 12 €0 ( )

welche im Frequenzbereich

J

Jwéeg

(V2 + ko)t = - (25)

lautet. Im quellenfreien Raum (J = 0) wird daraus die homogene Helmholtz-Gleichung
(V2 + ko) = 0. (26)

3. Wellentypen

Die folgenden Betrachtungen finden ausschlieSlich im Frequenzbereich statt, griinden also
auf den Maxwellschen Gleichungen in der Form (12).



3.1. TE-Wellen

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit suchen wir Losungen der Wellengleichungen im
quellenfreien Raum, die keine y-Abhédngigkeit besitzen (d/dy = 0 fiir alle Feldkomponen-
ten). TE-Wellen bestehen ausschliefSlich aus den Komponenten E,, H, und H,. Der Na-
me TE (transversal elektrisch) rihrt daher, dass das elektrische Feld nur eine transversale
Komponente hat. Die transversale elektrische Feldkomponente E, gehorcht der Wellen-
gleichung

2
W+@+k )E}):O' (27)

(82 02

Die Komponenten des magnetischen Feldes folgen aus E, uber

oE
Hx:—'ia—y (28a)
wy dz
.1 JE,
He= oy (28

3.2. TM-Wellen

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit suchen wir Losungen der Wellengleichungen im
quellenfreien Raum, die keine y-Abhédngigkeit besitzen (d/dy = 0 fiir alle Feldkomponen-
ten). TM-Wellen bestehen ausschliefSlich aus den Komponenten Hy, E, und E,. Der Name
TM (transversal magnetisch) ruhrt daher, dass das magnetische Feld nur eine transversale
Komponente hat. Die transversale magnetische Feldkomponente H, gehorcht der Wellen-
gleichung

9?2  0?
(ﬁ dz2

+—+k2)Hy:0. (29)

Die Komponenten des elektrischen Feldes folgen aus H, uber

'L()HV

Ex: 7 (30&)
we 9Jz
.1 9H,

Ee=—ieax (30b)

3.3. Komplexe Wellen

Stellvertretend fiir eine beliebige Komponente des elektromagnetischen Feldes betrach-
ten wir die Eigenschaften einer zweidimensionalen skalaren Funktion u(x,z), die keine
Abhangigkeit von der y-Koordinate besitze. Sie gehorche der zweidimensionalen Wellen-
gleichung

92 0

(3 gz ) uter =0, o



und besitzt daher die Form

u(x’ Z) — UO . e_jkxx_jkzz (32)

k> +k,> =k>. (33)
Zur Beschreibung von Verlusten seien samtliche Wellenzahlen komplex, also
k=k"—jk” ke =k —jky k, =k, —jk, .

Durch Vergleich der Real- und Imaginarteile in (33) folgen die Bedingungen

K2 -k kP -k =k (34a)
Kk + Kk =k"*, (34b)

wobei in einem verlustfreien Medium k"> = 0 gilt. Die Funktion (32) lasst sich auch in der
Form

u(x,z) = Up- e—j(k;x+k;z)—(k;’x+k;’z) =Up- e—jk.r—a.r (32)
mit den Vektoren
r=Xx-ext+z-e, k:k;c'ex'i'k;,'ez a:k;’-eerk;/'ez.

notieren. Die Ebenen konstanter Phase sind beschrieben durch k-r = const und die Ebenen
konstanter Amplitude sind beschrieben durch a - r = const. Daraus folgt auch, dass die
Ebenen konstanter Phase senkrecht zu k und die Ebenen konstanter Amplitude senkrecht
zu a sind. In einem verlustfreien Medium gilt mit der Bedingung (34b)

k-a=kk+kk/ =k"?=0,

das heifdt, in einem verlustfreien Medium stehen die Ebenen konstanter Phase auch senk-
recht auf den Ebenen konstanter Amplitude.

Weil Dampfungs- und Phasenkonstanten in x- und z-Richtung uber die Bedingungen
(34) zusammenhangen, lassen sich verschiedene Typen komplexer Wellen klassifizieren.
Breitet sich beispielsweise eine Welle in z-Richtung mit verlangsamter Phasengeschwin-
digkeit (k, > k’) und ohne Verluste (k; = 0) aus, dann muss wegen

kZ2=k>-k?2<0

die Wellenzahl k, rein imaginar (k, = —jk//) sein, wobei zusatzlich k; = \/(k;)? — (k’)? gilt.
Eine derartige Welle ist also in x-Richtung reaktiv bedampft und zwar umso starker, je
starker sie verzogert ist (engl. slow wave). Komplexe Wellen bilden auch die Grundlage
zur Beschreibung verschiedener Arten von Oberflachenwellen, die sich entlang von Grenz-
flachen zwischen verschiedenartigen Medien ausbreiten.

10
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Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen

Symbol Einheit Bedeutung
Ev,E,E,  V/m Komponenten der elektrischen Feldstarke (kartesisch)
H,H),H, A/m Komponenten der magnetischen Feldstarke (kartesisch)
Xe 1 elektrische Suszeptibilitat
Xm 1 magnetische Suszeptibilitat
dv m?3 infinitesimales Volumenelement
dA m? vektorielles infinitesimales Flachenelement
dr m vektorielles infinitesimales Wegelement
Ho Vs/am  Vakuum-Permeabilitat
Pr 1 relative Permeabilitat
w rad/s Kreisfrequenz
o Aym®  Raumladungsdichte
o As/m? Flachenladungsdichte
o As/Vm  Vakuum-Permittivitat
& 1 relative Permittivitat
@ \Y skalares Potenzial
A Vs/m Vektorpotenzial
B Vs/m? Vektor der magnetischen Flussdichte
D As/m? Vektor der elektrischen Verschiebungsdichte
E V/m Vektor der elektrischen Feldstarke
H A/m Vektor der magnetischen Feldstarke
Ji Afm? Vektor der Stromdichte
K A/m Vektor der Flachenstromdichte
M A/m Vektor der magnetischen Polarisation
P As/m? Vektor der elektrischen Polarisation
ey, ey e, 1 Koordinateneinheitsvektoren (kartesisch)
k 1/m Wellenvektor
n 1 Normaleneinheitsvektor
r m Ortsvektor
v m/s Geschwindigkeitsvektor
/4 Vm Hertzscher Vektor
o m/s Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
k’ 1/m Realteil der Wellenzahl (Phasenmaf)
k” 1/m negativer Imaginarteil der Wellenzahl (Ddmpfungsmaf)
ko rad/m Wellenzahl im Vakuum
ky, ky, k, 1/m Wellenzahlen in x-, y-, und z-Richtung
As Ladung
t s Zeit
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