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Zusammenfassung

Dieses Tutorium mochte eine kurze Einfithrung in die Behandlung linearer Mehrtor-
schaltungen insbesondere im Bereich der Hochfrequenztechnik geben. Dazu wird zunéchst
der Begriff des »Tores« definiert. Danach folgt ausgehend von Torspannungen und -stré-
men die Einfithrung einer 4quivalenten Beschreibung durch Wellengréfien und Streupara-
meter sowie die Behandlung einiger Beispiele fiir Zusammenschaltungen von Mehrtoren.
Die neueste Version ist unter dem URL http://www.siart.de/lehre/mehrtore.pdf erhaltlich.
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1 Tordefinition

1.1 Betriebszustand von Toren

Ein Klemmenpaar eines Netzwerkes bezeichnet man als Tor, wenn ein ganz bestimmter Be-
triebszustand vorliegt und durch die Beschaltung sichergestellt ist. Die Definition dieses Be-
triebszustandes griindet auf der Tatsache, dass eine beliebige Funktion F(x) stets in einen ge-
raden Anteil G(x) und einen ungeraden Anteil U(x) gemifd

Gx) = 5 (F(x) + F(-x)) (12)
U(x) = %(F(x) F(—x)) (1b)
zerlegt werden kann. Es ist unschwer zu erkennen, dass mit dieser Zerlegung
G(-x) =G(x) U(-x) =-U(x)
sowie
F(x) =G(x) +U(x)

gelten. In dhnlicher Weise konnen die Stréme I; und I, in einer Doppelleitung (beziehungs-
weise in einem Klemmenpaar) in einen Gleichtakt- und einen Gegentaktanteil zerlegt werden.
Verwendet man

1
Ic = 5(11 +1), (2a)

Iy =5~ ), (2b)

dann beschreibt I einen Strom, der identisch in beiden Leitern fliefit und Iy einen Strom, der in
beiden Leitern mit entgegengesetztem Vorzeichen flieft (Abb. 1). Die Gesamtstromverteilung
setzt sich offensichtlich aus diesen beiden Anteilen gemaf;

L=I+1Iy (3a)
L=I-I (3b)

zusammen. Entsprechend ihrer Eigenschaften bezeichnet man den geraden Anteil I als Gleich-
taktanteil (engl. even mode, common mode oder unbalanced mode) und den ungeraden Anteil
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Abb. 1: Zur Zerlegung der Strome in einer Doppelleitung in Gleichtakt- und Gegentaktanteil
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Abb. 2: Zur Anregung von Gleichtaktsignalen beim Ubergang von unsymmetrischen auf symmetrische Leitungen

Iy als Gegentaktanteil (engl. odd mode, differential mode oder balanced mode). Ein Klemmen-
paar wird nun genau dann als Tor bezeichnet, wenn eine reine Gegentaktanregung vorliegt,
das heif3t wenn die beiden Klemmenstrome entgegengesetzt gleich sind. Die darauf aufbauen-
de Mehrtortheorie darf also auch nur dann angewendet werden, wenn dieser Betriebszustand
durch die Beschaltung sichergestellt ist.

Insbesondere beim Ubergang von unsymmetrischen auf symmetrische Leitungen kommt der
Anregung von Gleich- und Gegentaktstromen eine besondere Bedeutung zu. Zur Einhaltung
der Torbedingung ist hier darauf zu achten, dass moglichst nur ein Gegentaktsignal angeregt
wird, da ein zusitzliches Gleichtaktsignal die Impedanzverhéltnisse in undefinierter Weise ver-
dndern kann. Als Beispiel fir einen solchen Ubergang ist in Abb. 2 der direkte Ubergang zwi-
schen einer Koaxialleitung (unsymmetrisch) und einer Zweidrahtleitung (symmetrisch) darge-
stellt. Werden keine Mafinahmen zur Unterdriickung des Gleichtaktstromes I getroffen, so
kann dieser iiber die Kapazititen oder gegebenenfalls auch galvanischen Verbindungen zwi-
schen Verbraucher, Koaxialaufienleiter und Erde flieBen. Im Fall der Speisung einer symme-
trischen Antenne kann dieser Gleichtaktanteil, der sich in Form einer Mantelwelle zwischen
Koaxialkabel und Erde ausbreitet, zu unerwiinschten Abstrahlungen und damit zu einer Ver-
anderung der Antennencharakteristik fithren. Schaltungselemente oder Strukturen zur Unter-
driickung des Gleichtaktstromes bei derartigen Ubergingen bezeichnet man als Balun (engl.
balanced-unbalanced).

1.2 Torgrofien

Zur Betrachtung von Mehrtorschaltungen in der Hochfrequenztechnik ist es zweckméaflig, die
Torspannung U und den Torstrom I zu zerlegen in die Komponenten zweier gegenldufiger
Wellen (hinlaufend und riicklaufend), deren Spannung und Strom jeweils gleichphasig und
derart orientiert sind, dass sich in Ausbreitungsrichtung der Welle ein Verbraucherzéhlpfeil-
system ergibt. Der rein reelle Faktor Z, zwischen Spannung und Strom jeder Teilwelle ist der
Leitungswellenwiderstand Z, des zugrundeliegenden Wellenleiters. Durch die Gleichphasig-
keit von Spannung und Strom transportiert jede der Teilwellen fiir sich allein ausschlie3lich
Wirkleistung, und zwar in Richtung des jeweiligen Verbraucherzahlpfeilsystems. Die in das Tor
hineinlaufende Welle ist beschrieben durch die Spannung U;, und den Strom I, = Uy/Z), die
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(a) Torspannung und Torstrom (b) Zerlegung in gegenldufige Wellen

Abb. 3: Zur Zerlegung von Torspannung und Torstrom in zwei gegenlaufige Wellen

aus dem Tor herauslaufende Welle durch die Spannung U; und den Strom I, = U;/Z, (Abb. 3).
Bei gegebenem Z; gentigt zur Beschreibung jeder Teilwelle eine einzige komplexe GroéBe Uy
oder I, beziehungsweise U; oder I, Nach dieser Zerlegung und den Zihlpfeilen wie in Abb. 3b
dargestellt ergeben sich die eindeutig umkehrbaren Beziehungen

U=U,+U, (4a)
U, U

I=5L - =— - == 4b

h r Zo Z ( )

zwischen dem Wertepaar U und I und dem Wertepaar Uy, und U;. In einem weiteren Schritt
werden durch

U+12, Un
a= =L =7 (5a)
2NZy  VZy
U-1Z U;
b= ¢ N7, (5b)

“E v

die Wellengréfien a und b definiert, welche in normierter Form die hineinlaufende und die
herauslaufende Welle beschreiben. Aus den Wellengréfien ergeben sich Torspannung und Tor-
strom Uber

U=1Z-(a+b) (6a)

1
I_ﬁ-(a—b) (6b)

auf eineindeutige Weise. Durch eine Normierung der Torgrofien U und I auf vZ, dhnlich zu
(5) erhilt man die normierten Groflen

U

Uu=—— =a+b (7a)
VZy

i=I\NZy=a-b (7b)

und in Umkehrung dieser Beziehungen

1

a= E(u + 1) (8a)
1

bzi(u—i). (8b)



Wir bemerken an dieser Stelle die starke Analogie zur Zerlegung der Leitungsstrome in Gleich-
takt und Gegentakt (2). Berechnet man die komplexe Scheinleistung S und stellt dabei U und I
gemaf (6) durch die Wellengrofien a und b dar, so erhilt man

1 1 1
S = EUI* = E(a +b)(a—-b)" = 5(|a|2 — |b|* + ba* - b*a) . 9)
Der Realteil von S ist die Wirkleistung Py, also
Lo 1o
Py =Re{S} = ~lal” - J[b[". (10)

Durch Nullsetzen einer der Wellengréfen a oder b wird hier sofort klar, dass die Terme |a|?/2
beziehungsweise |b|?/2 gerade die Wirkleistungen darstellen, welche von der vorlaufenden
beziehungsweise der riicklaufenden Welle alleine transportiert werden. Der gesamte Wirkleis-
tungstransport bei Vorliegen beider Wellen ist dann gerade gleich der Differenz der von den Ein-
zelwellen transportierten Wirkleistungen. Die beiden Auffassungen der Wirkleistung als den
zeitlichen Mittelwert der Momentanleistung oder als die Differenz der Wirkleistungen zweier
gegenldufiger Wellen sind also vollig 4quivalent.

2 Charakterisierung von linearen Mehrtoren

Zur Charakterisierung der Netzwerkeigenschaften von linearen N-Toren fassen wir die Torgro-

Ben in Spaltenvektoren zusammen und fithren den Spannungsvektor U = (Uy, .. ., UN)T, den
Stromvektor I = (I, ..., In)T, den Vektor der hineinlaufenden Wellengrolena = (ay, ..., a T
sowie den Vektor der herauslaufenden Wellengréfien b = (b, .. .,bN)T ein. Der normierte

Spannungs- und Stromvektor ergibt sich dann durch
u=a+b (11a)
i=a-b. (11b)

Bekanntlich kann ein lineares Mehrtor durch seine Impedanzmatrix Z beziehungsweise durch
seine Admittanzmatrix Y charakterisiert werden, wobei

U=Z7I (12a)
I=YU (12b)
gilt. Diese Beziehungen lassen sich unmittelbar auf die normierten Gréfien iibertragen, sodass
u=zi (13a)
i=yu (13b)

mit den normierten Matrizen z = Z/Z; und y = Z,Y gilt. Wegen der linearen Abbildungs-
beziehung zwischen Spannung und Strom und den korrespondierenden Wellengréfien besteht
ebenfalls eine lineare Beziehung zwischen den Wellengréflen eines linearen Mehrtores, welche
beispielsweise in der Form

b =Sa (14)
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Abb. 4: Zur Kettenschaltung von Zweitoren

mit der Streumatrix S geschrieben werden kann. Durch Einsetzen bestétigt man leicht, dass die
Umrechnung zwischen Impedanz-, Admittanz- und Streumatrix durch

z=(E-S)"Y(E+5) (15a)
y=(E+S)"YE-S) (15b)
S=(z+E) ' (z-E) (15¢)
-S=(y+E) " '(y-E) (15d)

mit der N X N-Einheitsmatrix E gegeben ist [1]. Da die Streumatrix eines Mehrtores die Am-
plituden a der hineinlaufenden Wellen und die Amplituden b der herauslaufenden Wellen in
Beziehung setzt, ergeben sich abhéngig von der Energiebilanz eines Mehrtores besondere Ei-
genschaften seiner Streumatrix. Beispielsweise ist die gesamte von einem Mehrtor absorbierte
Leistung

1 1
Pups = —a'a — =b'b, 16
abs Za a 2 (16)
woraus sich durch Einsetzen von (14)
1 1
Pavs = ( Hy — aHsHSa) = Sa(E-$5)a, (17)

ergibt. Bei einem verlustlosen Mehrtor ist P,,s = 0. Damit in (17) P,ps = 0 auch dann gilt, wenn
der Sonderfall a = 0 ausgenommen ist, muss E — SHS = 0 und damit SH = §7! gelten. Die
Streumatrix eines verlustlosen Mehrtores ist also unitdr.

3 Schaltungen aus linearen Mehrtoren

3.1 Kettenschaltung von Zweitoren

Zur Behandlung einer Kettenschaltung von Zweitoren (Abb. 4) geht man zweckméflig von einer
Beschreibung der Zweitore in der Streuform

bl _ S11 S12 ap _ ap
(bz) - (321 322) (az) =S (az) (18)

iiber zu einer dquivalenten Beschreibung in der Kettenform

by i1 O a a
(al) B (021 Czi) (bi) =¢ (bz) (19)
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(a) Sekundarseitiger Abschluss eines Zweitors mit r

by <~ -

(b) Aquivalentes Eintor

Abb. 5: Zur Transformation eines Reflexionsfaktors tiber ein Zweitor

mit der Kettenmatrix C. Sie kann aus (18) durch Umstellen des Gleichungssystems gewonnen
werden und es zeigt sich, dass die wechselseitige Umrechnung zwischen der Streumatrix S und
der Kettenmatrix C eines Zweitors durch

1 (—detS 311) L(CIZ detC)

C=— S =
—S22 1 1 —C21

(20)
$21

C22
erfolgt [1]. Die Behandlung von Kettenschaltungen ist mit der Darstellung (19) deshalb so ein-
fach, weil aufgrund der Verschaltungsbedingung der Vektor auf der rechten Seite einfach durch
den Vektor auf der linken Seite des nachfolgenden Zweitors ersetzt werden kann. Abbildung 4
verdeutlicht, dass in einer Kettenschaltung a;; = by, und ay; = b,y gelten und sich daher die
Kettenmatrix einer Kettenschaltung von N Zweitoren mit den Kettenmatrizen C,, durch

N
C= ]—[ C, (21)
n=1

ergibt.

3.2 Abschluss mit einem Eintor

Durch Abschluss eines Zweitors mit einem Eintor, welches den Reflexionsfaktor r aufweist,
wird fiir die sekundiarseitigen Wellengrofien des Zweitors der feste Zusammenhang rb; = a,
erzwungen (siehe Abb. 5a). Eine in der Hochfrequenzschaltungstechnik haufige Fragestellung
ist nun, welcher primérseitige Reflexionsfaktor r; = b;/a; sich durch diese Verschaltung er-
gibt, das heift, in welchen Eingangsreflexionsfaktor r; der Abschlussreflexionsfaktor » durch
das Zweitor transformiert wird. Man erhélt das Ergebnis ausgehend von den das Zweitor cha-
rakterisierenden Gleichungen

bl = S1141 + S12a2 (223)

by = s31a1 + s2203 . (22b)



Nach Division von (22a) mit a; ergibt sich zunachst

by a
— =r1 =811 +S12—. (23)
ay ay

Durch Multiplikation von (22b) mit r und Verwendung der durch die Beschaltung erzwungenen
Identitat rb, = a, erhilt man

as =rby =rsg1a; + rsaas. (24)

Dieses Ergebnis kann durch a; dividiert und nach dem Verhltnis a,/a; aufgelost werden, also

a a
s = So11 + Szzr—z (25)
aiq ap
und somit
% _ rS21 (26)

ai B 1- Soot '
Dieses eingesetzt in (23) ergibt schliefilich

S12821 -7 Sy —detS-r

ri =811 + (27)

1—322'7' 1—322‘7'
Fir den Fall, dass das transformierende Zweitor sekundérseitig angepasst ist (sz2 = 0) ergibt
sich der Sonderfall

r1 =811 + 812821 1. (28)

Der am Eingang sichtbare Reflexionsfaktor ry ergibt sich also in diesem Sonderfall aus der Uber-
lagerung zwischen der durch zweifache Ubertragung modifizierten Reflexion s;2s,1 - r und der
zusatzlichen Eigenreflexion s;; des Zweitors. Mit diesem Ergebnis kann nun das sekundarseitig
mit r abgeschlossene Zweitor nach Abb. 5a durch ein dquivalentes Eintor mit dem Reflexions-
faktor r; nach Abb. 5b dargestellt werden.

3.3 Ersatzwellenquelle

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten ausschliefilich quellenfreie Mehrtore behan-
delt wurden, fithren wir zunéchst die Beschreibung einer 1-Tor-Quelle durch zwei voneinan-
der unabhingige Parameter, den Eigenreflexionsfaktor r; und die Quellwelle b, ein [1]. Die
ablaufende Wellengrofie ist dann

bl =ria; + bQ1 . (29)

Diese Beschreibung ist vollig aquivalent zur Beschreibung als Spannungs- oder Stromquelle
mit Innenwiderstand. Beispielsweise erhalt man mit (8) die Widerstandsform

u; =zl + UuQ1 (30)
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(a) Transformation einer Quelle

uber ein Zweitor

bz =rya; + sz

(b) Ersatzwellenquelle

Abb. 6: Zur Einfithrung einer Ersatzwellenquelle

wobei
1+7r
zZ1 = -1 und
1- ry
2bQ1
u =
Q 1- ri

oder die Leitwertform

i1 = y1ug + ig;

wobei
1-r
Yy = ! und
1+ r
. —2bg
io] = )
Q 1+ r

~N\N\~ a2

~N\N\~ a2

(31a)

(31b)

(32)

(33a)

(33b)

Wird eine solche 1-Tor-Quelle entsprechend Abb. 6 mit einem quellenlosen Zweitor in Kette ge-
schaltet, so tritt am Ausgang des Zweitors ebenfalls eine Quellwelle auf. Die Gesamtanordnung
kann als neue 1-Tor-Quelle mit der ablaufenden Wellengro3e

bz =ray + ng

und den transformierten Parametern

S21812
Vo =Sgp2 + ———— und
1—3117'1
S21
b 2 = —b 1
Q 1- S1111 Q

verstanden werden [1].

(34)

(35a)

(35b)
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Abb. 7: Reflektometerschaltung mit einem Richtkoppler

3.4 Reflektometerschaltung

Als weiteres Beispiel analysieren wir die in Abb. 7 gezeigte Reflektometerschaltung. In dieser
Darstellung verzichten wir nun der Ubersichtlichkeit wegen auf die explizite Darstellung einer
Doppelleitung, nicht zuletzt auch wegen der Ubertragbarkeit des gezeigten Formalismus auf
Nicht-TEM-Leitungen. Die Reflektometerschaltung stellt unter anderem eine Grundschaltung
in der Messtechnik zur Messung von Reflexionsfaktoren dar. Ein Richtkoppler koppelt dabei
die von einem Messobjekt reflektierte Welle aus der Testsignalleitung aus und fiihrt sie einem
Empfanger zu, dessen Eingangsimpedanz in Abb. 7 durch Z, reprisentiert wird. Wir gehen von
einem 4-Tor-Koppler aus, der durch die Gleichungen

by = s11a1 + S12a2 + S13a3 + S14d4 (36a)
by = s31a1 + S32a3 + S3303 + S34a4 (36b)
b3 = s31a1 + $32a3 + S3303 + S3404 (36¢)
by = $41a1 + Sg2a + S43a3 + S4404 (36d)

mit den Streuparametern s, charakterisiert wird. Wir nehmen vereinfachend an, dass das un-
benutzte Tor 4 reflexionsfrei durch einen idealen Wellensumpf abgeschlossen sei. Ferner soll
der Empfianger ebenfalls als reflexionsfrei angenommen werden. In diesem Fall hiingt der Uber-
tragungsfaktor bs/a; von Tor 1 zu Tor 3 nur vom Reflexionsfaktor r und den Streuparametern
des Richtkopplers ab, nicht jedoch von der Beschaltung an den Toren 3 und 4. Mit den gemach-
ten Annahmen gilt a3 = a4 = 0. Gesucht sei nun der Ubertragungsfaktor b3/a; von Tor 1 zu
Tor 3. Die an Tor 4 ablaufende Welle by wird im Wellensumpf absorbiert und sei unerheblich.
Damit verbleiben von (36) die drei verkiirzten Gleichungen

bl = S1141 + S12a2 (373)
by = sz1a1 + sx2a2 (37b)
b3 = $3141 + S3243 . (370)

Da der Wert von b3 /a; gesucht ist, dividieren wir (37c) durch a; und erhalten

b3 a
— =831 +S33— . (38)
a; a;

10



Wie in Abschnitt 3.2 kann (37b) mit der Beschaltung a; = rb; umgeformt werden zu
az; = rbz =7rS2141 + rSy2az (39)

und nach Division mit a; nach dem Verhiltnis

a rs
2 (40)
ai 1 — 91

aufgeldst werden. Einsetzen in (38) ergibt schliefilich die gesuchte Losung
b S21S327
ECRPP IR i (41)
a 1 —spr
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Symbol

F(x)
G(x)
I

Py
Py

S

U
U(x)
Zo
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b
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Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen

Bedeutung

beliebige Funktion von x

gerader Anteil von F(x)

Strom

Blindleistung

Wirkleistung

komplexe Scheinleistung

Spannung

ungerader Anteil von F(x)
Wellenwiderstand

Wellengrofle der vorlaufenden Welle
Wellengrofle der riicklaufenden (reflektierten) Welle
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Elemente der Kettenmatrix
Frequenz

Reflexionsfaktor

Elemente der Streumatrix

Zeit

— Matrizen und VektorgrofSen —

hermitesch Transponierte von A
Kettenmatrix

Einheitsmatrix

Streumatrix

Admittanzmatrix

Impedanzmatrix

Vektor der vorlaufenden Wellengré3en
Vektor der riicklaufenden Wellengré3en
Vektor der normierten Torstrome
Vektor der normierten Torspannungen
normierte Admittanzmatrix

normierte Impedanzmatrix

— Zahlen —
Eulersche Zahle = 337 | &
imaginire Einheit (j* = —1)
Ludolfsche Zahl
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