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1 Randbedingungen an Grenzflichen

An Grenzflichen zwischen verschiedenen Medien, deren elektromagnetische Eigenschaften
durch ¢ und p beschrieben sind, gelten feste Randbedingungen, die vom elektromagnetischen
Feld erfullt werden (miissen). Diese Randbedingungen gelten lokal, also in infinitesimal klei-
nen Bereichen an beliebig gekriimmten Grenzflachen. Zur Vereinfachung werden unten nur
ebene und unendlich ausgedehnte Grenzflachen betrachtet. Die allgemeinen Randbedingun-
gen sind jedoch Voraussetzung zur Bestimmung der auftretenden Felder und werden hier kurz
angegeben.

Durch Festlegung der Richtung des Normaleneinheitsvektors n wird eine Flache orientiert. Es
wird eine Richtung fiir positive Zahlung eingefithrt und daher werde die Seite der Grenzflache,
welche der Normalenzéhlung abgewandt ist, mit — bezeichnet, der zugehorige Grenzwert eines
Feldes V sei der linksseitige Grenzwert V~. Der rechtsseitige Grenzwert ist entsprechend mit
V* bezeichnet (Abb. 1).

Von einem Vektorfeld V erhilt man durch die Operation n - V die Normalkomponente und
durch n X V (abgesehen von einer 90°-Drehung um n) die Tangentialkomponente. Deshalb
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Abb. 1: Orientierte Grenzfliche S und Normalenvektor n

ergibt n- (V¥ — V™) den Sprung der Normalkomponente von V und n x (V* — V™) den Sprung
der Tangentialkomponente von V.

Die elektromagnetischen Randbedingungen an einer beliebigen Grenzflache fiir die Felder
E und B lauten

n-(Et-E) = g (1a)
&o
nx(Et—-E7)=0 (1b)
n-(BF-B7)=0 (1c)
nx (B*-B7) = kK, (1d)

wobei o die Flichenladungsdichte ([¢] = As/m?) und K die Flichenstromdichte ([K] = A/m)
bezeichnen. In Worten bedeuten diese Randbedingungen [7]:

Die Normalkomponente der elektrischen Feldstiarke ist an geladenen Flachen unstetig
und springt dort um o /.

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist stetig.
Die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte ist stetig.

Die zum Fliachenstrom K senkrechte Tangentialkomponente der magnetischen Fluss-
dichte ist unstetig und springt dort um p|K|. Die K-parallele Tangentialkomponente
ist stetig.

Die unbedingte Stetigkeit von Ei,, und Byom legt die Amplituden der reflektierten und der
transmittierten Welle fest, die bei Einfall einer ebenen Welle auf eine ebene Grenzflache auf-
treten.

2 Einfache ebene Grenzfliche

Wir untersuchen den Einfall einer ebenen Welle mit den Feldamplituden Ey und H, auf eine
unendlich ausgedehnte Grenzflache, an der die Materialgréf3en ¢ und p unstetig sind. Dabei ist
der Fall einer Unstetigkeit von ¢ technisch besonders bedeutsam.

Wenn kj, den Wellenvektor der einfallenden Welle und n den Normaleneinheitsvektor der
Grenzschicht bezeichnen, dann heiflt die von ky, und n aufgespannte Ebene die Einfallsebene.
Der Ansatz, dass eine reflektierte und eine transmittierte Welle auftreten, fuhrt zu einer Lo-
sung, mit der an der Grenzschicht die Randbedingungen (1) erfiillt werden kénnen. Wegen der
Eindeutigkeit der Losungen der Maxwellschen Gleichungen ist dieses auch die einzige Losung.



(a) H-Polarisation (b) E-Polarisation

Abb. 2: Reflexion einer homogenen ebenen Welle an einer ebenen Grenzfliche zwischen verschiedenen Medien.
Es sind zwei orthogonale Falle beziiglich der Polarisation der einfallenden Welle zu unterscheiden. Jeder beliebige
Polarisationszustand kann aus diesen zwei Zustanden zusammengesetzt werden.

Weil die Randbedingungen von der Uberlagerung aller drei Wellen und in allen Punkten
der Grenzfliche zu jedem Zeitpunkt erfullt werden miissen, folgt sofort, dass alle drei Wellen
die gleiche Wellenldnge entlang der Grenzschicht haben miissen. Die einfallende und die re-
flektierte Welle breiten sich im gleichen Medium aus, daher miissen auch Einfallswinkel und
Reflexionswinkel gleich sein. Aus dem Verhaltnis der Wellenzahlen in beiden Medien ergibt
sich der Zusammenhang

B
sinay = SI—ZI sin a4 (2)
22

zwischen dem Einfallswinkel ¢; und dem Brechungswinkel a3, der auch als das Snelliussche Bre-
chungsgesetz bekannt ist. Ferner folgt aus den Randbedingungen, dass sowohl der einfallende
wie auch der gebrochene Strahl in der Einfallsebene liegen [10].

Falls e1p11 > €415 ist, gibt es einen Winkel o, fiir den /&1 1/ (e2p2) sin @ = 1 wird. Oberhalb
dieses Winkels a; = a, besitzt (2) keine reelle Lésung mehr. Der gebrochene Strahl verschwin-
det und es tritt nur die reflektierte Welle auf. Man bezeichnet &, daher als den Grenzwinkel
der Totalreflexion. Er ist bestimmt durch die Beziehung

sinag = /:% (3)

Bei der Berechnung der Amplituden von transmittierter und reflektierter Welle sind zwei Grenz-
fille zu unterscheiden:

« Die elektrische Feldstiarke der einfallenden Welle steht senkrecht auf der Einfallsebene
(Abb. 2a, H-Polarisation).

+ Die elektrische Feldstarke der einfallenden Welle liegt parallel zur Einfallsebene (Abb. 2b,
E-Polarisation).



Aus den Randbedingungen (1) ergeben sich der Transmissionsfaktor t und der Reflexionsfaktor
r fiir H-Polarisation zu

E, 24/e1 cos ay 27p5 COS (1
b (42)

En  \ecosay + Ve, —eysinfa  ZF2COS a1+ Zpy cOS
/ 2
- E,  yercosay — Ve, —éesin“ay  Zpp cos oy — Zpp COS (4b)
L= = = :
En  \ecosar + Ve, — ey sinfa  ZF2€OS a1+ Zp COS

wobei Zp1 2 = /j11,2/ €12 die Feldwellenwiderstédnde in beiden Medien bezeichnen. Mit Bertiick-
sichtigung von (2) kann der Reflexionsfaktor auch in der Form

_ ez cos oy —fEpcosay  cosay — \/(62#1/81#2) — (p1/p2)? sin® oy
VeiHz COS @y + Vel COS A2 cos ay + +/(eapy/e1t2) — (p1/p2)? sin? oy

dargestellt werden. Es gibt einen Winkel a; = ay, fiir den der Zahler von (4b’) verschwindet.
Bei diesem Winkel tritt also keine reflektierte Welle auf. Er heif3t Brewsterwinkel und ist fir H-
Polarisation durch die Beziehungen

(4b’)

ri

&1

-1
Zp1? — Zpo?
sin® o, = F; k2 T > bzw. (5a)
Zp 28 72 (m/ie)? -1
a2

Hi1 &1ph — E202
festgelegt. Offenbar gibt es keine reelle Losung, falls y; = y, ist. Bei rein dielektrischen, nicht
magnetischen Grenzflachen gibt es also bei H-Polarisation keinen Winkel, bei dem die Reflexion
verschwindet.
Im Falle der E-Polarisation werden die Randbedingungen durch

= E _ 2+/e1€5 cos oy _ 275 COS o1 (62)
E, £, COS @ + \/5152 —e2sin o ZF1 COS 1 + Zpy COS Oty
- % _ £c08a; — \/5152 — ¢2sin’ oy _ Zp1cosay — Zpp COS (6b)
= E, - £y cOS ay + \/8162 — &2 sin ay B ZF1 COS 0 + Zpy COS Oy
erfullt. Auch hier ergibt sich die allgemeine Darstellung des Reflexionsfaktors
= cos a; — V(eipa/eap11) — (e1/£2)? sin ay (6b)
cosay + (e1pia/e211) — (e1/e2)? sin? ay
und der Brewsterwinkel ist durch die Beziehungen
2 2 A 1
sin® ap|| = ZF; #_1 Zr1 - _f2h 7 bzw. (7a)
Ze? L _ 72 (a/e)? -1
&2
tan? ap = 2 2T 2A (7b)

&1 &1flh — E/l2
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Abb. 3: Betrag des Reflexionsfaktors fiir E-Polarisation und fiir H-Polarisation. Im Beispiel ist der dielektrische
Kontrast &2/é&1 = 10 und pyp = .

festgelegt. Diese Beziehungen besitzen auch bei rein dielektrischen Grenzflichen stets eine
Loésung. Bei dem technisch wichtigen Fall einer dielektrischen Grenzschicht, bei der die Per-
mittivitat jenseits der Grenzschicht grofler ist, gibt es also einen Einfallswinkel, bei dem keine
Reflexion auftritt, falls die elektrische Feldstarke der einfallenden Welle in der Einfallsebene
liegt. Fiir die orthogonale Polarisation gibt es keinen solchen Winkel [10, 12].

In Abb. 3 ist der Verlauf von (4b) und (6b) iiber dem Einfallswinkel a; fiir einen e-Sprung
um den Faktor 10 aufgetragen. Bemerkenswert ist, dass beide Reflexionsfaktoren fiir flachen
Einfall gegen r = —1 streben. Bei streifendem Einfall wirkt also jede dielektrische Grenzschicht
unabhéngig von der Polarisation nahezu wie ein metallischer Spiegel. Bei senkrechtem Einfall
(a1 = 0) ist die Unterscheidung zwischen H- und E-Polarisation nicht moglich. Beide Refle-
xionsfaktoren miissen also fiir a; = 0 den gleichen Wert aufweisen. Die unterschiedlichen
Vorzeichen in Abb. 3 haben ihre Ursache in den in Abb. 2 eingefiihrten Zahlrichtungen fiir die
elektrische Feldstirke. In Abb. 2a sind E; und Ey, fiir «; — 0 gleich gerichtet, in Abb. 2b ergeben
sich entgegengesetzte Ziahlrichtungen.

3 Streuparameter

Fiir senkrechten Einfall auf eine dielektrische Grenzschicht kann ein einfaches Leitungsersatz-
schaltbild angegeben werden und die Beziehungen (4) und (6) kénnen auf Diskontinuitaten
(Spriinge) des Leitungswellenwiderstandes direkt iibertragen werden. Die Faktoren r und ¢ be-
zeichnen dann jeweils die Reflexion und die Transmission beziiglich der Spannungsamplituden
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Abb. 4: Zur Charakterisierung eines Wellenwiderstands-
sprungs auf einer Hochfrequenzleitung durch seine Streu-
o— T parameter

beider ablaufender Wellen. Durch Einsetzen von a; = 0 in (4) ergibt sich

27,
= i (8a)
Zpy + Zp
Ly — 7,
oo LR Zn (8b)
Zry + Zpq

fir eine Leitungsdiskontinuitat wie in Abb. 4. Zur Bestimmung der Streumatrix ist wieder zu
beriicksichtigen, dass die Streuparameter Wellengréfen a, = U,*/vZg, und b, = U,” /7,
in Beziehung setzen. Die Energieerhaltung erzwingt daher, dass die Streumatrix S eines ver-
lustfreien n-Tores die Bedingung

(8)'S=E )
erfiillt. Fur ein verlustfreies Zweitor folgt hieraus insbesondere

Is11]? + Js21|* =1 (10a)
Is22]? + [si2f* = 1. (10b)

Es ergibt sich mit sy; = —s32 = r, und sy, = $p1 = £4/Z51/Zp, die Streumatrix

Zpy —Zrp1 2NZpi1Zro
Zpy+Zp1 Zpa + Zp

2NZpZpy  Zp —Zp
Zrp+Zp1 Zpat+Zp

eines Wellenwiderstandssprunges in einer Hochfrequenzleitung [2].

4 Ebene Mehrlagenstrukturen

Die bisherigen Betrachtungen beziehen sich auf eine einzelne Grenzschicht zwischen zwei ein-
seitig unendlich ausgedehnten Halbraumen. Zur Ergénzung wird noch die Behandlung einer
ebenen, dielektrischen Mehrlagenstruktur (engl.: multilayer) angegeben (Abb.5). Die Vorge-
hensweise beruht auf einer Beschreibung durch ein Leitungs-Ersatzschaltbild und kann im
Detail unter [9] nachgelesen werden. Dort wird der schrige Einfall einer ebenen Welle auf ein
Mehrlagendielektrikum unter dem Einfallswinkel « untersucht. Die Dicke der n-ten Schicht
wird mit d,, bezeichnet, ihre relative Permittivitat mit ¢,,. Die gesamte Struktur ist von Vaku-
um (& = 1) umgeben.
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Abb. 5: Mehrlagenstruktur bei Einfall einer ebenen Welle

Der n-ten Schicht wird eine einfallswinkelabhéngige charakteristische Impedanz zugeordnet.
Dabei ergibt sich fir H-Polarisation

cosa
Iy = — (12a)
& — sin® a

und fur E-Polarisation

& — sin’ a

Z, = Yem—sin'a. (12b)
& - COS A

Die elektrische Lange der n-ten Schicht ist
2
b, = /1_7[ dy Ve —sin® a. (13)
0

Damit kann die Kettenmatrix

®, jZ,sin®
n:( cos®, jZ,sin n) (14)

jsin®,/Z, cos P,

der n-ten Schicht eingefithrt werden. Die Kettenmatrix der gesamten Mehrlagenstruktur ist
dann

N
_ (A B _
A_(jc D)_l;[An, (15)

wobei zu beachten ist, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist. Die Reihenfolge
der einzelnen Schichten ist also nicht gleichgiiltig. Aus den Elementen der Gesamt-Kettenma-



trix berechnen sich Transmission und Reflexion mit

(2]
(3]

(4]

(5]

(6]
(7]
(8]

t= 2, (16a)
A+D+j(B+0)
_A-D+j(B-0) (16b)

r_A+D+j(B+C)'
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